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Dominéancia e Reducdo do Jogo

Teoria dos Jogos é conjunto de ferramentas matematicas para
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Exemplos:

@ Jogo de xadrez
@ Conflito diplomatico ou politico
@ Concorréncia na Economia
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Tradicionalmente a teoria é dividida em tépicos
@ Jogos Cooperativos
@ Jogos n3o Cooperativos
@ Forma Extensiva
e Forma Estratégica (Normal)
@ Jogos de Soma Zero
@ Jogos sem Soma Zero
@ Jogos com 2 jogadores ou jogos com n jogadores.

Estudaremos os jogos ndo cooperativos com dois jogadores.
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Primeiras definicoes

Um jogo ndo cooperativo na forma normal é composto dos
seguintes elementos:

e Jogadores: P = {p1,...,pn} (finito).

e Estratégias: ¥; (quase sempre finito).

e :¥; x---x X, — R" (pagamento)

MNi(ui,...,u,) é o pagamento que recebe o i-ésimo jogador uma
vez que todos os jogadores se decidiram por suas estratégias.
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Dilema dos Prisioneiros

O Jogo: Dois prisioneiros s3o mantidos em escritdrios separados e
o promotor do caso oferece a cada um o seguinte: caso ele
testemunhe contra o comparsa e este n3o testemunhar contra ele,
sua pena serd de 1 ano de prisdo cabendo a seu colega cumprir 10
anos. Caso o comparsa também testemunhe contra ele sua pena
sera de 5 anos. Se, todavia, ambos se recusarem a testemunhar
um contra o outro, ambos passardo dois anos na cadeia.
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Melhor Resposta

Temos um jogo na forma normal:
M: X x---xX, = R"

Um ponto u = (uy,...,u,)) € 1 X -+ X L, vamos chamar de um
perfil de estratégias.

Fixado o perfil u e o jogador i definimos o conjunto melhor
resposta de i M;(u) € ¥; como

/\/I,-(u) = {V,' S Z,- : FI,-(ul, cey U1, Vi Uiy, .., u,,) =

max |_|,'(U1, e Ui,V Ui,
VEZ,’
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O equilibrio como ponto fixo

Note que na definicdo acima ndo é necessario que u; € M;(u).
Definimos

M(u) = My(u) x - Mp(u) C Xy X -+ X X, (2)
e diremos que um perfil v é um Equilibrio de Nash quando:

u € M(u)
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Interpretacao do equilibrio

Se u € M(u), para o jogador p;:

ui € M;(u) C ¥j, ou seja, uj é a melhor resposta do jogador para o
perfil u.

Assim para um perfil de equilibrio, se um jogador mudar sozinho de
estratégia ele ndo pode aumentar, e corre o risco de rebaixar o
ganho individual T1;.

Obs: Pode existir um perfil em que todos os jogadores ganham
mais que num perfil de equilibrio, mas ai cada jogador precisaria do
auxilio dos outros.
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Equilibrio do dilema dos prisioneiros

T |(-1,-10) | (-5,-5)

O perfil u= (T, T) é um equilibrio de Nash.
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Método dos perfis racionais

Diremos que um perfil u € ¥ satisfaz a propriedade da
racionalidade individual para o jogador /i quando

I'I,-(u):‘r/ne";)fl'l,-(ul,...,v,...,un) (3)

Definimos o conjunto de perfis racionais de / como sendo:

R; = {u € ¥ : u tem a prop. de racionalidade individual } C ¥

(4)

N =N/, R; € o conjunto de todos os perfis de equilibrio do jogo.
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definicao dos jogos de soma zero

Num jogo com dois Jogadores (Luiza e Carlos) com as estratégias

le{el,...,e,,} 622:{fi,...,fm}
O jogo tem soma zero se My(ej, fj) + Ma(ej, ;) = 0.

Nei, i) = (Ma(ei, £), =Mi(ei, §)) = (ajj, byj) (5)
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Exemplo: Pedra, papel, tesoura

Luiza e Carlos estdo jogando Pedra, Papel e Tesoura, eles tem o
mesmo conjunto de estratégias ¥ = {R, P, T}
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Elementos de sela

Se (e, fj) for um par de equilibrio entdo:
aj > aijkE{l,...,n} (7)

—aj > —ayvle{l,...,m} (8)

Dada uma matriz A € Mpx,m um elemento aj; é chamado elemento
de sela da matriz A quando satisfaz as duas relacdes
simultaneamente:

aij — mfxakj para k € {13 0009 n} (9)

L= m/in ajy paral € {1,...,m}
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exemplo

Vejamos um exemplo, a matriz

A=|[2 1 3 (11)
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Propriedades dos elementos de sela

Proposicao
Se ajj e apq forem diferentes elementos de sela de uma matriz A,
entao ap; e aj; também sdo elementos de sela e ajj = apq
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Propriedades dos elementos de sela

Proposicao
Se ajj e apq forem diferentes elementos de sela de uma matriz A,
entao ap; e aj; também sdo elementos de sela e ajj = apq

@ No caso de haver muitos elementos de sela seus valores s3o
iguais.
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Propriedades dos elementos de sela

Proposicao
Se ajj e apq forem diferentes elementos de sela de uma matriz A,
entao ap; e aj; também sdo elementos de sela e ajj = apq

@ Pode n3o haver elementos de sela.
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@ E comum uma matriz de um jogo nao ter pontos de sela.
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@ E comum uma matriz de um jogo nao ter pontos de sela.

@ Definimos entdo uma distribuicdo de probabilidades sobre as
estratégias puras.

@ ¥y ={ey,...,ep} : estratégias de Luiza.
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@ E comum uma matriz de um jogo nao ter pontos de sela.

@ Definimos entdo uma distribuicdo de probabilidades sobre as
estratégias puras.

@ ¥y ={ey,...,ep} : estratégias de Luiza.

@ ¥, ={f,...,f} : estratégias de Carlos.
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E comum uma matriz de um jogo nao ter pontos de sela.

@ Definimos entdo uma distribuicdo de probabilidades sobre as
estratégias puras.

@ ¥y ={ey,...,ep} : estratégias de Luiza.
e Yo ={f1,...,fp} : estratégias de Carlos.

© Mi={(p1,...,pn) ER": > pj =1e p; > 0} estratégias
mistas de Luiza.
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@ E comum uma matriz de um jogo nao ter pontos de sela.

@ Definimos entdo uma distribuicdo de probabilidades sobre as
estratégias puras.

@ ¥y ={ey,...,ep} : estratégias de Luiza.

e Yo ={f1,...,fp} : estratégias de Carlos.

o My ={(p1,-.-,pPn) ER":> pi=1e p; >0} estratégias
mistas de Luiza.

o Mr={(q1,...,9m) €R™: > qj =1e qj > 0} estratégias
mistas de Carlos.
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@ Esta matriz ndo tem ponto de Sela.
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Exemplo: estratégia mista

Digamos que a matriz do jogo seja:

A_ (08 02 05
—\o1 05 02

@ Esta matriz ndo tem ponto de Sela.

@ Luiza tem duas estratégias puras e Carlos trés.
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Exemplo: estratégia mista

Digamos que a matriz do jogo seja:
A 0.8 0.2 0.5
-~ \0.1 05 0.2

Esta matriz ndo tem ponto de Sela.

Luiza tem duas estratégias puras e Carlos trés.
(0.6,0.4) é uma estratégia mista de Luiza.
(0.5,0.3,0.2) uma estratégia mista de Carlos.
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Exemplo: estratégia mista

Digamos que a matriz do jogo seja:
A 0.8 0.2 0.5
-~ \0.1 05 0.2

Esta matriz ndo tem ponto de Sela.

Luiza tem duas estratégias puras e Carlos trés.
(0.6,0.4) é uma estratégia mista de Luiza.
(0.5,0.3,0.2) uma estratégia mista de Carlos.

Qual seria o pagamento dos jogadores neste jogo?
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Extensao Mista do Jogo

@ Luiza escolhe: p = (p1,...,pn)P = (P1,---,Pn)
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@ Luiza escolhe: p = (p1,...,pn)P = (P1,---,Pn)
e Carlos: q=1(q1,---,9m)
o Pagamento: E(p,q) = Y_;; a;jpiq; = p'Aq
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Extensao Mista do Jogo

Luiza escolhe: p = (p1,---,pn)P = (P1,---,Pn)
Carlos: g = (g1,---,9m)

Pagamento: E(p,q) =}, a;piqi = P‘Aq
(M, My, E) Extensdo mista do jogo.
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No exemplo anterior

0.8 0.2 0.5

A=101 05 02
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No exemplo anterior

A 0.8 0.2 0.5
- \0.1 05 0.2
e p=(0.6,0.4) é uma estratégia mista de Luiza.
e g =(0.5,0.3,0.2) uma estratégia mista de Carlos.
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No exemplo anterior

A_ (08 02 05
—\01 05 02

e p=(0.6,0.4) é uma estratégia mista de Luiza.
e g =(0.5,0.3,0.2) uma estratégia mista de Carlos.
e E(p,q) =0.60.50.8 +
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No exemplo anterior

A 0.8 0.2 0.5
-~ \0.1 05 0.2
e p=(0.6,0.4) é uma estratégia mista de Luiza.

e g =(0.5,0.3,0.2) uma estratégia mista de Carlos.
e E(p,q) =0.60.50.8 4+ 0.60.30.2 +
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Dominéancia e Reducdo do Jogo

Soma Zero

No exemplo anterior

A_ (08 02 05
—\01 05 02

p = (0.6,0.4) é uma estratégia mista de Luiza.

(]

g = (0.5,0.3,0.2) uma estratégia mista de Carlos.

E(p,q) = 0.60.50.8 4+ 0.60.30.2 + 0.60.20.5 + 0.40.50.1 +
0.40.30.5 4 0.40.20.2

E(p, q) = 0.43200

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao

Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero
Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Soma Zero

Dominéancia e Reducdo do Jogo

Valor de Linha e Valor de Coluna de uma matriz

@ Valor de Linha, Valor do Jogo para Luiza

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao
Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero

Soma Zero Sela e Valor do Jogo

Estratégias Mistas
Dominéancia e Reducdo do Jogo

Valor de Linha e Valor de Coluna de uma matriz

@ Valor de Linha, Valor do Jogo para Luiza

e v/ (A) = ming E(p, q)

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao
Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero

Soma Zero Sela e Valor do Jogo

Estratégias Mistas
Dominéancia e Reducdo do Jogo

Valor de Linha e Valor de Coluna de uma matriz

@ Valor de Linha, Valor do Jogo para Luiza

e v, (A) = maxp, ming E(p, q)

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao
Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero

Soma Zero Sela e Valor do Jogo

Estratégias Mistas
Dominéancia e Reducdo do Jogo

Valor de Linha e Valor de Coluna de uma matriz

@ Valor de Linha, Valor do Jogo para Luiza
e v, (A) = maxp, ming E(p, q)
@ Valor de Coluna. Valor do jogo para Carlos.

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao
Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero
Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Soma Zero

Dominéancia e Reducdo do Jogo

Valor de Linha e Valor de Coluna de uma matriz

@ Valor de Linha, Valor do Jogo para Luiza

e v, (A) = maxp, ming E(p, q)

@ Valor de Coluna. Valor do jogo para Carlos.
e vc(A) = maxp E(p, q)

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao
Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero
Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Soma Zero

Dominéancia e Reducdo do Jogo
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@ Valor de Linha, Valor do Jogo para Luiza
e v, (A) = maxp, ming E(p, q)
@ Valor de Coluna. Valor do jogo para Carlos.
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o Estratégias étimas, ou estratégias maxmin e minmax.
@ r é uma estratégia 6tima para Luiza

e v/ (A) = ming E(r,q)

@ s é uma estratégia 6tima para Carlos se

e vc(A) = maxp E(p,s)
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Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
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Dominéancia e Reducdo do Jogo

Soma Zero

Teorema Minmax

Teorema
Dada uma matriz A temos que existem estratégias mistas otimas
para o jogador das linhas e das colunas e vc(A) = vi(A).
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Soma Zero
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r e s estratégias Stimas.

vi(A) = E(r,s) = vc(A)

Se Luiza troca a estratégia e Carlos mantém:
vc(A) > E(p;s)
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vi(A) = E(r,s) = vc(A)

Se Luiza troca a estratégia e Carlos mantém:
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("]
*]
]
]
]
(*]

r e s estratégias Stimas.

vi(A) = E(r,s) = vc(A)

Se Luiza troca a estratégia e Carlos mantém:
E(r,s) = vc(A) > E(p.s)

Luiza n3o ganha nada desviando da estratégia.

Nem Carlos com raciocinio anélogo.
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Sela e Valor do Jogo
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Soma Zero

Dominéancia e Reducdo do Jogo

Estratégias 6timas e perfil de equilibrio

r e s estratégias Stimas.

vi(A) = E(r,s) = vc(A)

Se Luiza troca a estratégia e Carlos mantém:
E(r,s) = vc(A) > E(p.s)

Luiza n3o ganha nada desviando da estratégia.

Nem Carlos com raciocinio anélogo.

e 6 6 66 o o o

O perfil (r,s) é um equilibrio de Nash.
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Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominéancia e Reducdo do Jogo

Um resultado para o Calculo das estratégias 6timas

Soma Zero

Definindo: E(i,q) = 3>, ajiqj e E(p,j) = >_i_; ajjpi entdo:

ve(A) = mqin m’_axE(i,q) (12)

Vu(A) = maxmin E(p. ) (13)
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Soma Zero

Caso de matrizes 2 x 2

@ Quando cada jogador tem sé duas estratégias puras temos:
o My ={(x,1—x):x€l0,1]}
o Mp={(y,1-y):ye[01]
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Equilibrio de Nash

Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominéancia e Reducdo do Jogo

Soma Zero

Caso de matrizes 2 x 2

Quando cada jogador tem sé duas estratégias puras temos:
M; ={(x,1—x):xe[0,1]}

M2:{(y)1_y):.ye [071]

Neste caso podemos calcular facilmente os equilibrios.
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e Para Luiza temos
e min; E(p,j) = min{E(x,1), E(x,2)}
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e Para Luiza temos
e min; E(p,j) = min{E(x,1), E(x,2)}
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Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero
Sela e Valor do Jogo

Soma Zero

Estratégias Mistas
Dominéancia e Reducdo do Jogo

>
I

1 2
<3 0) (14)
Para Luiza temos

min; E(p,j) = min{E(x, 1), E(x,2)}
E(x,1)=1x+3.(1—-x)=—-2x+3e E(x,2) =2x

O Valor de Linha sera o valor da intersecgdo das retasE(x, i)

e 6 o6 o
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Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominéancia e Reducdo do Jogo

Soma Zero

Valor do jogo para Luiza

@ Neste caso temos:
o v, (A)=3/2
@ estratégia Stima de Luiza é (3/4,1/4).
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Soma Zero
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1 2
A=(3 o (15)

@ Para Carlos temos que achar

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao

Equilibrio de Nash

Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominéancia e Reducdo do Jogo

Soma Zero
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A= @ g) (15)

@ Para Carlos temos que achar
o max{E(L,y), E(2,y)}
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Para Carlos

A= @ g) (15)

@ Para Carlos temos que achar

e max{E(1,y),E(2,y)}
e E(l,y)=1y+2(l—-y)=-y+2e
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Para Carlos

A= @ g) (15)

@ Para Carlos temos que achar

e max{E(1,y),E(2,y)}
e E(Ly)=1y+2(1—y)=—-y+2eE(2,y)=3y
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Soma Zero

Para Carlos

(*]
]
]
]

A= @ g) (15)

Para Carlos temos que achar

max{E(1,y), E(2,y)}

E(l,y)=1y+2(1—y)=-y+2e E(2,y) =3y

O Valor de Coluna serd o valor da interseccdo das retasE(i, y)
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Sela e Valor do Jogo
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Dominéancia e Reducdo do Jogo

Soma Zero

Valor do jogo para Carlos

@ Neste caso temos:
e vc(A)=3/2
@ estratégia étima de Carlos é (1/2,1/2).
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Sela e Valor do Jogo

Dominancia e Redugdo do Jogo

Dominancia para Luiza

Luiza possui estratégias puras e;, ex € X1 tais que
rll(ei) f_-]) 2 nl(eka f'—l)
para toda estratégia f; de Carlos.

Dizemos que e; domina e.
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Soma Zero

Dominancia para Carlos

o Carlos possui estratégias puras f;, fj € ¥ tais que
o My(ej, f;) < MNy(ei, fy)

@ para toda estratégia e; de Luiza.
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Dominancia e Redugdo do Jogo

Soma Zero

Dominancia para Carlos

Carlos possui estratégias puras f;, fj € ¥ tais que
Mi(ej, ;) < Nyi(ei, fi)
para toda estratégia e; de Luiza.

Dizemos que f; domina f;.

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao

Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero
Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Soma Zero

Dominancia e Redugdo do Jogo

Exemplo: Dominancia para Luiza

2 3
01
11

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao

Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero
Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Soma Zero

Dominancia e Redugdo do Jogo

Exemplo: Dominancia para Luiza

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao

Equilibrio de Nash
Jogos de Soma Zero
Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Soma Zero

Dominancia e Redugdo do Jogo

Exemplo: Dominancia para Luiza

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao

Equilibrio de Nash

Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominancia e Redugdo do Jogo

Soma Zero

Dominancia para Carlos

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao

Equilibrio de Nash

Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominancia e Redugdo do Jogo

Soma Zero

Dominancia para Carlos

1 2
3 0

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Introducao

Equilibrio de Nash

Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominancia e Redugdo do Jogo

Soma Zero

Exemplo de reducao

O jogo entre Luiza e Carlos tem a seguinte matriz de pagamento

-1 1 2
A=12 1 -2
1 0 -3
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Soma Zero

Exemplo de reducao

O jogo entre Luiza e Carlos tem a seguinte matriz de pagamento

-1 1 2
A=12 1 -2
1 0 -3

Note que a linha 2 domina a linha 3
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A matriz reduzida

@ Luiza n3o jogara nada na linha 3
@ A matriz reduzida do jogo serd

-1 1 2

A=l 1 o
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Calculo da estratégia 6tima de Luiza

@ Luiza acha a estratégia maxmin entre
o E(x,1)=2—3x

o E(x,2)=1

o £(x,3)=4x—-2
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e Valor do Jogo para Luiza é 2/7 = 0.285
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Dominancia e Redugdo do Jogo

Soma Zero

Estratégia para Carlos

o Estratégia étima para Carlos terd a forma (y,0,1 — y)
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Introducao

Equilibrio de Nash

Soma Zero Jogos de Soma Zero
Sela e Valor do Jogo

Dominancia e Redugdo do Jogo

Estratégia para Carlos

o Estratégia étima para Carlos terd a forma (y,0,1 — y)
e Pois qualquer peso na coluna 2 ativa E(x,2) e aumenta o
ganho de Luiza.
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Introducao

Equilibrio de Nash

Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominancia e Redugdo do Jogo

Soma Zero

Estratégia para Carlos

o Estratégia étima para Carlos terd a forma (y,0,1 — y)

e Pois qualquer peso na coluna 2 ativa E(x,2) e aumenta o
ganho de Luiza.

@ Fazemos os célculos usandoE(1l,y) = -3y +2e
E(2,y) =4y —2.
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Introducao

Equilibrio de Nash

Jogos de Soma Zero

Sela e Valor do Jogo
Estratégias Mistas

Dominancia e Redugdo do Jogo

Soma Zero

Estratégia para Carlos

o Estratégia étima para Carlos terd a forma (y,0,1 — y)

e Pois qualquer peso na coluna 2 ativa E(x,2) e aumenta o
ganho de Luiza.

@ Fazemos os célculos usandoE(1l,y) = -3y +2e
E(2,y) =4y —2.
@ Obtemos a estratégia 6tima (4/7,0,3/7).

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicdes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Jogos sem soma zero, e dois jogadores

o ¥y =1{e,....,en} e o ={A,..., fn} estratégias puras.
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Definicdes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Jogos sem soma zero, e dois jogadores

o ¥y =1{e,....,en} e o ={A,..., fn} estratégias puras.
o M(ej, ;) = (Mi(ei, f;), Na(ey, ;) = (ajj, bij)
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Definicdes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Jogos sem soma zero, e dois jogadores

o ¥y =1{e,....,en} e o ={A,..., fn} estratégias puras.
o M(ej, ;) = (Mi(ei, f;), Na(ey, ;) = (ajj, bij)
o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.
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Definicdes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Jogos sem soma zero, e dois jogadores

o ¥y =1{e,....,en} e o ={A,..., fn} estratégias puras.
o M(ej, ;) = (Mi(ei, f;), Na(ey, ;) = (ajj, bij)
o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

@ Se Luiza escolhe a estratégia mista p e Carlos escolhe q ent3o
o pagamento de Luiza sera:
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Definicdes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Jogos sem soma zero, e dois jogadores

o ¥y =1{e,....,en} e o ={A,..., fn} estratégias puras.

o N(ej, fi) = (Mu(ei, f;), M2(ei, 7)) = (aij, bij)

o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

@ Se Luiza escolhe a estratégia mista p e Carlos escolhe q ent3o
o pagamento de Luiza sera:

o E(p,q) =>_;;a;jpiq = p*Aq
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Definicdes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Jogos sem soma zero, e dois jogadores

Yy =A{e,...,en} e Xp ={f,..., fn} estratégias puras.
M(ei, ;) = (Mi(ei, £), Na(ei, £)) = (ay, by)
A = (ajj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

Se Luiza escolhe a estratégia mista p e Carlos escolhe q entdo
o pagamento de Luiza sera:

E(p,q) = )_;;a;jpiq; = p*Aq
E de Carlos:
F(p,a) = >_;; bijpiq; = p'Bq
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Definicdes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Jogos sem soma zero, e dois jogadores

o ¥y =1{e,....,en} e o ={A,..., fn} estratégias puras.

o N(ej, fi) = (Mu(ei, f;), M2(ei, 7)) = (aij, bij)

o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

@ Se Luiza escolhe a estratégia mista p e Carlos escolhe q ent3o
o pagamento de Luiza sera:

o E(p,q) =>_;;a;jpiq = p*Aq

o E de Carlos:

o F(p,a) =>;;bijpiqi = p‘Ba

@ Note que agora ndo ha o interesse racional de Carlos

minimizar o pagamento de Luiza uma vez que isto nao
significa mais que ele estard aumentando seu pagamento.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Equilibrios de Nash

@ Para que um par de estratégias puras (e, f1) seja um perfil de
equilibrio de Nash devemos ter
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Equilibrios de Nash

@ Para que um par de estratégias puras (e, f1) seja um perfil de
equilibrio de Nash devemos ter

® ay > ajVi e by > byjVj
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Equilibrios de Nash

@ Para que um par de estratégias puras (e, f1) seja um perfil de
equilibrio de Nash devemos ter

® ay > ajVi e by > byjVj

@ Ent3o para descobrirmos se existe equibrios de estratégias
puras, marcamos os maiores elementos em cada coluna de A e
0s maiores elementos em cada linha de B, se existir uma
posicdo kI em que ay e by estiverem marcados entdo (e, f7)
serd um equilibrio. Claro que pode n3o existir.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Um Exemplo

5 3
A=16 5
7 4

S N o
O = N
oy]

Il
1w N
S B~ O
0 N
N = W
—
—
(@)}
N
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Um Exemplo

(5,2) | (3,0) | (8,1) | (2,3)
(6,3) | (5,4) | (7,4) | (1,1) (17)
(7,5) | (4,6) | (6,8) | (0,2)
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Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Um Exemplo

(5,2) | (3,0) | (8,1) | (2,3)
(6,3) | (5,4) | (7,4) | (1,1) (18)
(7,5) | (4,6) | (6,8) | (0,2)
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Um Exemplo

(5,2) | (3,0) | (8,1) | (2,3)
(6,3) | (5,4) | (7,4) | (1,1) (19)
(7,5) | (4,6) | (6,8) | (0,2)
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Equilibrios na extensao mista

o My ={(x,1—x):x€0,1]} e
My ={(y,1—y):y €[0,1]}: Estratégias mistas.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Equilibrios na extensao mista

o My ={(x,1—x):x€0,1]} e
My ={(y,1—y):y €[0,1]}: Estratégias mistas.
o E(x,y) =
(811 + @22 — a12 — @1)xy + (212 — a22)x + (321 — ax)y + ax
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Equilibrios na extensao mista

o My ={(x,1—x):x€0,1]} e

My ={(y,1—y):y €[0,1]}: Estratégias mistas.
° E(X7y) =

(a11 + ax — a12 — az21)xy + (212 — a22)x + (321 — az)y + axn
@ é o pagamento de Luiza. O pagamento de Carlos é:
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Equilibrios na extensao mista

o My ={(x,1—x):x€0,1]} e
My ={(y,1—y):y €[0,1]}: Estratégias mistas.
° E(X7y) =
(a11 + ax — a12 — az21)xy + (212 — a22)x + (321 — az)y + axn
@ é o pagamento de Luiza. O pagamento de Carlos é:
° F(va) =
(b11 + bo2 — b12 — bor)xy + (b12 — b22)x 4 (b21 — b22)y + b2
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
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Conjuntos dos Perfis racionais

@ Para achar os equilibrios de Nash achamos os perfis racionais.

@ Para Luiza:
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Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Conjuntos dos Perfis racionais

@ Para achar os equilibrios de Nash achamos os perfis racionais.

@ Para Luiza:

° Ry = {(Xay) : E(Xuy) = SUPxelo,1] E()_(vy)}
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Conjuntos dos Perfis racionais

@ Para achar os equilibrios de Nash achamos os perfis racionais.
@ Para Luiza:

o Ri={(x,y): E(x,y) = supsep) E(X ¥)}

@ E para Carlos:

o Ry ={(x,y): F(x,y) = supyep F(x,¥)}
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Conjuntos dos Perfis racionais

@ Para achar os equilibrios de Nash achamos os perfis racionais.
@ Para Luiza:

o Ri={(x,y): E(x,y) = supxcpp] E(X,¥)}

@ E para Carlos:

° Ry = {(Xay) : F(X7y) = SUPye0,1] F(X7)_/)}

@ Encontramos R N R».
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Um exemplo da estratégia descrita acima

O jogo é descrito pela seguinte bimatrix de pagamento

(3,2) | (2,4)
(2,3) | (4,-3)
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Pagamento de Luiza e Carlos

e O pagamento de Luiza sera
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Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
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Pagamento de Luiza e Carlos

e O pagamento de Luiza sera
o E(x,y) =By —2)x—2y + 4
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Pagamento de Luiza e Carlos

e O pagamento de Luiza sera
o E(x,y) =By —2)x—2y + 4

@ Pagamento de Carlos:
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Pagamento de Luiza e Carlos

O pagamento de Luiza serd
E(x,y) =By —2)x—2y+4
Pagamento de Carlos:
F(x,y)=(-8x+6)y +7x —3
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Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Conjuntos R; e R,
1 -
y

2/3

R>

Ry

3/4 1

(3/4,1/4) e (2/3,1/3) é equilibrios de Nash.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

As Matrizes de Pagamentos

_[—t/2—¢ —ty _[(—t/2—¢€ 0
A‘( 0 —t2/2—6>eB—< —t —t1/2—(5>
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Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

As Estratégias

e Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).
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Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

As Estratégias

e Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).

@ t; é o tempo para Luiza completar a conversao.
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Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

As Estratégias

e Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).

@ t; é o tempo para Luiza completar a conversao.

@ tp é o tempo pa Carlos completar a conversio.
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Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

As Estratégias

e Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).
@ t; é o tempo para Luiza completar a conversao.
@ tp é o tempo pa Carlos completar a conversio.

@ ¢ atraso devido a mitua espera.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

As Estratégias

Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).

7

t; é o tempo para Luiza completar a conversao.

°
°
@ tp é o tempo pa Carlos completar a conversio.
@ ¢ atraso devido a mitua espera.

°

0 atraso devido ao mutuo avango.
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Jogos sem Soma Zero i 5
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Férmula dos pagamentos dos jogadores

o E(x,y)=(—(e+0)y+ (0 — t2/2))x+ (t2/24+ )y — t2/2 -6
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Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

Férmula dos pagamentos dos jogadores

o E(x,y)=(—(e+0)y+ (0 — t2/2))x+ (t2/24+ )y — t2/2 -6
o F(x,y)=(—(e+0)x+ (6 —t1/2)y +(t1/2+)x — t1/2 =6
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Representacdo Graficade Ry e R,

6>

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero i 5
b Bibliografia

O Jogo Hawk-Dove

Dois ledes competem pela posse de territério. Se dois leGes se
encontram numa disputa cada um deles pode agir de duas
maneiras: comportamento agressivo (Hawk), ou ele apenas ruge
ameacadoramente mas foge se vier um ataque (Dove). Digamos
que o ledo Jubinha encontra-se com o Sans3o e iniciam a
competicdo. Se Jubinha agir como Hawk e Sansdo como Dove,
Jubinha ficard com o territério e ganhard p pontos. Se Sans3o
reagir, ou seja, agir com Hawk também, ai havera luta com
chances iguais de ganho para cada um dos lados. O lado ganhador
receberd p e o perdedor perdera C. O valor esperado de ganho de
Jubinha é p/2 — C/2. Quando Jubinha agir como dove, ndo ganha
nada se Sans3o for Hawk (ele foge) e ganhard metade das disputas
por rugidos se Sans3do for Dove.
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Jogos sem Soma Zero i 5
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As matrizes deste Jogo

(9 ) (9 5) o
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Funcoes de pagamentos
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Identificacao dos pontos de equilibrio

A

o
Ak
—
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias

rios Evolucionariamente Estéveis
Jogos sem Soma Zero

Jogo Populacional

@ Um jogo em que A = B como o jogo Hawk-Dove é chamado
de Jogo Populacional.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias

rios Evolucionariamente Estéveis
Jogos sem Soma Zero

Jogo Populacional

@ Um jogo em que A = B como o jogo Hawk-Dove é chamado
de Jogo Populacional.

@ Neste caso, o jogo é simétrico e ndo é importante quem tem
as linhas ou colunas.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero ot 2
b Bibliografia

Jogo Populacional

@ Um jogo em que A = B como o jogo Hawk-Dove é chamado
de Jogo Populacional.

@ Neste caso, o jogo é simétrico e ndo é importante quem tem
as linhas ou colunas.

@ A idéia é que este jogo ocorra entre os elementos de uma
populagao, constantemente e de forma aleatéria.
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Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero ot 2
b Bibliografia

Jogo Populacional

@ Um jogo em que A = B como o jogo Hawk-Dove é chamado
de Jogo Populacional.

Neste caso, o jogo é simétrico e ndo é importante quem tem
as linhas ou colunas.

A idéia é que este jogo ocorra entre os elementos de uma
populagao, constantemente e de forma aleatéria.

A idéia do jogo populacional foi introduzida por
Maynard-Smith.
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Escolha dos equilibrios de Nash

@ Em alguns jogos podem ter muitos equilibrios de Nash.
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Jogos sem Soma Zero ot 2
b Bibliografia

Escolha dos equilibrios de Nash

@ Em alguns jogos podem ter muitos equilibrios de Nash.

@ Se estes equilibrios ddo o mesmo pagamento para os jogadores
e podem ser alternados, sdo solu¢des de Nash do Jogo.
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Jogos sem Soma Zero ot 2
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Escolha dos equilibrios de Nash

@ Em alguns jogos podem ter muitos equilibrios de Nash.

@ Se estes equilibrios ddo o mesmo pagamento para os jogadores
e podem ser alternados, sdo solu¢des de Nash do Jogo.

@ Se isto ndo acontecer s3o necessarios outros critérios para
escolha de um equilibrio.

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos
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Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero ot 2
b Bibliografia

Escolha dos equilibrios de Nash

Em alguns jogos podem ter muitos equilibrios de Nash.

Se estes equilibrios ddo o mesmo pagamento para os jogadores
e podem ser alternados, sdo solu¢des de Nash do Jogo.

Se isto ndo acontecer sdo necessarios outros critérios para
escolha de um equilibrio.

@ No caso de jogos populacionais, sao os equilibrios
evoluciondriamente estaveis.
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Jogos sem Soma Zero

Estratégias nao invadiveis

@ Por causa da simetria de um jogo populacional s6
consideramos uma fun¢do de pagamento.
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Jogos sem Soma Zero ot 2
b Bibliografia

Estratégias nao invadiveis

@ Por causa da simetria de um jogo populacional s6
consideramos uma fun¢do de pagamento.

o No caso H-D: E(x,y) = (—Sy + &)x — 8y + &.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero ot 2
b Bibliografia

Estratégias nao invadiveis

@ Por causa da simetria de um jogo populacional s6
consideramos uma fun¢do de pagamento.

o No caso H-D: E(x,y) = (—Sy + &)x — 8y + &.

@ Uma estratégia x* é nao invadivel se:
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Estratégias nao invadiveis

Por causa da simetria de um jogo populacional sé
consideramos uma fun¢do de pagamento.

. C
No caso H-D: E(x,y) = (—5y + 5)x — Sy + §.
Uma estratégia x* é ndo invadivel se:
E(x*,x*) > E(y, x*) para todo y € [0,1]
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Estratégias nao invadiveis

Por causa da simetria de um jogo populacional sé
consideramos uma fun¢do de pagamento.

No caso H-D: E(x,y) = (—%y 4 Elpe =Ly as £
Uma estratégia x* é ndo invadivel se:
E(x*,x*) > E(y, x*) para todo y € [0,1]
E(x*,x*) = E(y,x*) entdo E(x*,y) > E(y,y)

e 6 o6 o
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Interpretacao da estratégia nao invadivel

Se a maioria da populagdo usa a estratégia x* e um invasor da
espécie usa a estratégia y entdo o ganho do invasor contra um
elemento que usa a estratégia da maioria x* n3o serd maior que o
ganho de alguém com a estratégia comum x*. Ainda que o invasor
logre igualar o ganho contra x*, contra outro invasor ele sairia
perdendo.
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Equilibrio evolucionariamente estavel no Hawk-Dove

@ (x*,x*) é um equilibrio de Nash. Chamaremos este equilibrio
de evolucionariamente estaveis.

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero ot 2
b Bibliografia

Equilibrio evolucionariamente estavel no Hawk-Dove

@ (x*,x*) é um equilibrio de Nash. Chamaremos este equilibrio
de evolucionariamente estaveis.

@ No jogo Hawk-Dove o par (p/C, p/C) é um equilibrio
evolucionariamente estdvel.
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Equilibrio evolucionariamente estavel no Hawk-Dove

@ (x*,x*) é um equilibrio de Nash. Chamaremos este equilibrio
de evolucionariamente estaveis.

@ No jogo Hawk-Dove o par (p/C, p/C) é um equilibrio
evolucionariamente estdvel.

@ Este equilibrio tem uma caracterizacdo dinamica.
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Equacao do replicador

@ Equacgao geral do replicador para jogo populacional n x n.
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@ Equacgao geral do replicador para jogo populacional n x n.
o xi(t) = xi(t)(E(i,x) — E(x,x))
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@ Equacgao geral do replicador para jogo populacional n x n.
o xi(t) = xi(t)(E(i,x) — E(x,x))
o xi(t) = ejAx — xAx
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Equacao do replicador

@ Equacgao geral do replicador para jogo populacional n x n.

o xi(t) = xi(t)(E(i,x) — E(x,x))

o xi(t) = ejAx — xAx

@ Equilibrios assintéticamente estdveis dao equilibrios
evolucionariamente estaveis.
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Exemplo do Hawk-Dove

@ Neste caso s6 temos duas estratégias e a equagao do
Replicador se reduz a

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Jogos sem Soma Zero ot 2
b Bibliografia

Exemplo do Hawk-Dove

@ Neste caso s6 temos duas estratégias e a equagao do
Replicador se reduz a

o x = x(E(1,x) — E(x,x)) ou
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Exemplo do Hawk-Dove

@ Neste caso s6 temos duas estratégias e a equagao do
Replicador se reduz a

o x = x(E(1,x) — E(x,x)) ou
o x=3%(C*—(p+ C)x+p) = F(x)
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Determinando os pontos de equilibrios estaveis

il

L

p/C

O
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